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Tiivistelmä: Tässä kuvaillaan Helsingin yliopiston Opettajankoulutuslaitoksella 
parhaillaan (2010–13) toteutettavaa tutkimusprojektia, jossa rinnastetaan Suomen ja 
Chilen opetuskäytännöt käytettäessä avoimia ongelmatehtäviä kuukausittain 
opetuksessa. Keskeisten käsitteiden kirjallisuusanalyysin jälkeen annetaan lyhyt 
kuvailu tutkimusprojektin toteutuksesta ja tämän hetkisistä tuloksista Suomen 
kannalta. Tutkimusprojektista otetaan esille joitakin taustatutkimuksia (oppilaiden 
matematiikkakäsitykset, oppilaiden piirroksia, matematiikkatiedot ja ongelman-
ratkaisutaidot, opettajien ongelmanratkaisukäsitykset), joiden analyysituloksia 
lyhyesti kuvaillaan. Lisäksi tarkastellaan muutaman ongelmatehtävän analyysia sekä 
havaintoja opettajien ammatillisesta kehittymisestä. 
 
Matematiikan oppimisen tavoite kaikissa ikäryhmissä on matemaattisten struktuurien 
ymmärtäminen ja matemaattisen ajattelun kehittäminen, siis ei pelkästään 
mekaanisen laskemisen harjoittelu (OPH 2004). Jotta oppilaat saisivat oikeat 
oppimistavat, olisi tämän oltava tavoitteena jo ensimmäisestä luokasta lähtien. On 
huomattu, että osaamista joka pohjautuu ymmärtämiseen voidaan helpommin käyttää 
muissa sisältöalueissa (vrt. Sierpinska 1994).  
Vuoden 2004 opetussuunnitelman mukaan ei ole riittävää, että oppilaat osaavat 
laskea mekaanisesti, vaan heidän olisi kyettävä myös perustelemaan ja tekemään 
päätelmiä sekä selostamaan toimintaansa suullisesti ja kirjallisesti (OPH 2004). Jo 
esikoulun opetussuunnitelman perusteissa (OPH 2010) todetaan, että matemaattisen 
ajattelun kehittymiselle on tärkeätä, että lapsi oppii havainnoimaan myös omaa 
ajatteluaan. Lasta pitää kannustaa kertomaan, mitä hän ajattelee, miten hän ajattelee 
ja myös perustelemaan ajatuksensa.  
Opetussuunnitelman vaatimus, että koulussa (myös alakoulussa) on opetettava 
laskutaitojen ohella myös ongelmanratkaisua ja matemaattista ajattelua (OPH 2004), 
ei näytä toteutuvan tavanomaisen matematiikanopetuksen puitteissa, jossa opettaja 
	   	  
hyvin hanakasti tukeutuu kirjaan ja sen tehtävien teettämiseen. Jotta opetus-
suunnitelman vaatimus toteutuu, opetukseen on saatava mukaan uusia elementtejä: 
sellaisia tehtäviä joiden avulla opettaja voi harjaannuttaa oppilaidensa ongelman-
ratkaisu- ja ajattelutaitoja. 
 
TAUSTATEORIAA 
 
Tässä käydään läpi lyhyesti tutkimusprojektin keskeiset teoreettiset käsitteet: 
matemaattinen ymmärtäminen, ongelmanratkaisu, opettajien kehittyminen. Kirjalli-
suusanalyysin jälkeen tarkastellaan huolella tutkimusongelmat ja niistä operatio-
naalistetut tutkimuskysymykset. 
 
Matemaattisesta ymmärtämisestä  
Ymmärtäminen on monimutkainen käsiterakennelma. Esimerkiksi Herscovics & 
Bergeron (1983, 75) väittävät, että ”olemme sanojemme vankeja, ja että samoilla 
sanoilla on eri merkitys eri ihmisille”. Matemaattinen ymmärtäminen voidaan erottaa 
läheisistä käsitteistä ”tietäminen” ja ”taito” mm. seuraavasti (Hiebert & Lefevre 
1986): Matemaattinen tietäminen vastaa kysymykseen ”Mitä?”; esimerkiksi 
muistamme matemaattisia faktoja (konseptuaalinen tieto). Matemaattinen taito vastaa 
kysymykseen ”Kuinka?”; esimerkiksi traditionaalinen laskutaito (proseduraalinen 
tieto). Matemaattinen ymmärtäminen vastaa kysymykseen ”Miksi?”; esimerkiksi 
tarvitaan taitoa antaa perustelut matemaattisille väitteille.  Tietyssä mielessä nämä 
ovat toisiinsa kytkeytyneitä käsitteitä, koska ymmärtäminen sisältää aina tietämistä ja 
taitoa. Ilman ymmärtämistä voi yksilö tietää ja olla taitava, mutta silloin kyseessä on 
usein vain papukaijamainen käyttäytyminen. On olemassa monia tutkimustuloksia, 
jotka näyttävät että koulussa useat oppilaat oppivat matematiikkaa symbolisena 
manipulaationa ilman ymmärtämistä (vrt. Merenluoto 2001).  
Viimeisen kymmenen vuoden aikana on toteutettu lukematon määrä tutkimus-
projekteja oppilaiden tai opiskelijoiden matemaattisesta ymmärtämisestä. Meta-
tutkimuksessaan Mousley (2005) erottaa kolme eri mallityyppiä matemaattiselle 
ymmärtämiselle: ymmärtäminen strukturoituna edistymisenä, ymmärtäminen 
tietämisen muotoina ja ymmärtäminen prosessina.  
Ensimmäiseen ryhmään kuuluvat mallit, jotka pohjautuvat Piaget’n ideoihin tai 
Vygotskyn ”lähikehityksen vyöhykkeisiin”. Hyvin tunnettu malli toisesta ryhmästä 
on Skempin kehittämä ymmärtämisen teoria, jossa ensimmäisen kerran erotettiin 
	   	  
välineellinen ja relationaalinen ymmärtäminen toisistaan (Skemp, 1987). Kolmannen 
mallin ymmärtämistä esittivät esimerkiksi Pirie ja Kieren (1994): ymmärtäminen on 
prosessi. Heille matemaattinen ymmärtäminen on kokonaisvaltainen, dynaaminen, ei-
lineaarinen tasoprosessi, jossa on mahdollisuus palautumiseen aikaisemmalle tasolle. 
He kuvailevat mallissaan yksilön kohdalla kahdeksan mahdollista ymmärtämisen 
tasoa (“primitiivisestä tietämisestä keksimiseen”). 
Leinonen (2011) nostaa ymmärtämisen tutkimuksissaan esille toisenlaisen näkö-
kulman. Hän tarkastelee erilaisia ymmärtämisen tapoja ja niiden merkitystä 
ongelmanratkaisun oppimisprosessille. Hänen mukaansa ymmärtämisellä on tässä 
yhteydessä neljä muotoa: käsitteellinen tieto (conceptual knowledge), merkitysten 
ymmärtäminen (grasping meaning), ymmärtäminen (comprehension) ja mukautu-
minen (accommodation). Noiden ymmärtämisen muotojen merkitys on antaa tausta-
tietoa ja käsitteellisiä välineitä ajattelulle sekä keinoja tulkita informaatiota, synteti-
soida tietoa, integroida sanoma pysyvään muistiin ja organisoida yksilön kognitii-
vinen rakenne uudelleen.    
 
Ongelmanratkaisusta  
Kansainvälistä käytäntöä (esim. Kantowski 1980) mukaillen kutsutaan ongelmaksi 
sellaista tehtävää, jonka ratkaisemiseksi ei oppilas heti tiedä menetelmää, vaikka 
hänellä on hallussaan kaikki tarvittavat tiedot. Ratkaisuun tarvitaan olemassa olevan 
tiedon yhdistelyä (ratkaisijalle) uudella tavalla. Jos ratkaisija heti näkee ratkaisutavan, 
on kyseessä rutiinitehtävä (tai harjoitustehtävä). On huomattava, että tehtävän 
kokeminen ongelmaksi riippuu ratkaisijasta: Esimerkiksi yksinkertainen kertolasku 
6.7 on ongelma koulunaloittajalle, mutta ei enää (toivottavasti) ylemmillä luokilla. 
Edelleen tehtävän (tai ongelman) sanotaan olevan avoin, jos sen alku- tai 
lopputilanne vaatii ratkaisemista varten joiden lisäehtojen olettamista/ asettamista. 
Tällaisilla tehtävillä on useita oikeita ratkaisuja. Avoimen ongelman vastakohta on 
suljettu tehtävä, jossa alku- ja lopputilanne on yksikäsitteisesti määrätty, joten sillä on 
yleensä yksi ainoa ratkaisu. 
Tämän tutkimuksen tarkoitus on selvittää, kuinka oppilaiden ymmärtäminen ja 
ongelmaratkaisutaidot parantuvat, kun opetuksessa käytetään säännöllisesti avoimia 
ongelmia. Oppilaiden ajattelutaitojen kehittäminen on haaste koulutukselle (ks. 
McGregor 2007). Matematiikanopetuksessa ongelmanratkaisua pidetään keinona 
edistää oppilaiden korkeamman tason ajattelua ja ymmärtämistä (esim. Schoenfeld 
	   	  
1992). Noin 30–40 vuotta sitten kehitettiin menetelmiä käyttää matematiikan-
opetuksessa avoimia ongelmia (ks. Nohda 1987), jotta voitaisiin vastata konstrukti-
vismin esittämiin haasteisiin.  
Avoimien ongelmien käyttäminen näyttää olevan lupaava ratkaisu opettajille, kun 
pyritään kehittämään oppilaiden metatietoa, metakognitiota ja keskustelutaitoja 
matematiikassa. Nämä ovat keskeisessä asemassa opittaessa esimerkiksi prosedu-
raalista tietoa, proportionaalista ajattelua ja algebraa (ks. Schoenfield 1992). Kaikkein 
tärkein piirre avoimien ongelmien käyttämisessä on se tapa, jolla matematiikanopetus 
toteutetaan. Erityisesti avoimien ongelmien kohdalla tavoitteina on kehittää ja 
muotoilla ideoita, tarkastella ongelmatilanteita ja pohtia eri valintojen välillä, joissa 
tarvitaan oppilaiden välisiä keskusteluja sekä oppilaiden yhteistoimintaa. Tämä oleel-
linen osa omaehtoista ja aktiivista työskentelyä on kulttuurissa luonnollinen tapa 
työstää ideoita, käsityksiä ja uskomuksia (Brown & al. 1989).  
Analysoitaessa opettajan toimia ongelmanratkaisutunnilla voidaan käyttää Polyan 
(1945) neliportaisesta ongelmaratkaisumallista kehitettyä ongelmanratkaisun 
opetuksen mallia (ks. Laine & al. 2012b). Siinä on yhdistetty Polyan mallin toinen ja 
kolmas vaihe sekä alkuun lisätty suunnitteluvaihe. Täten opetusmallissa on myös 
neljä vaihetta:  
0.  Etukäteissuunnittelu – opettajan etukäteen laatima ongelman-
ratkaisutunnin suunnitelma;  
1. Ongelman ymmärtäminen – t.s. ongelman esittely oppilaille;  
2. Suunnitelman kehittäminen ja sen toteutus – opettajan ohjaus 
ongelmaratkaisutunnin aikana;  
3. Loppuarviointi – palaute oppilaiden ratkaisuista.  
Opetusmallissa myös eri vaiheet ovat jonkin verran päällekkäisiä, kuten myös Polyan 
ongelmanratkaisumallissa. Oppimistilanteessa ei opettaja eikä oppilaat voi seurata 
vaiheita lineaarisesti, koska aika ajoin on palattava aikaisempiin vaiheisiin. Mutta 
malli antaa toimivan menetelmän jäsentää opettajan pitämää ongelmanratkaisutuntia.  
 
Opettajien kehittymisestä  
Opettajan ammatillinen kehittyminen etenee syklisesti hänen käsitystensä, 
uskomustensa ja toimintansa seurauksena. Mutta opettajan käsitys matematiikasta on 
ongelmallinen käsitteenä, sillä sitä ei ole selkeästi määritelty (vrt. Furinghetti & 
	   	  
Pehkonen 2002). Tässä ymmärrämme yksilön matemaattiset uskomukset aika 
laajassa mielessä hänen subjektiivisena, kokemusperäisenä, usein implisiittisenä 
tietona ja tunteina matematiikasta, sen opettamisesta ja oppimisesta. Näin yksilön 
käsitykset voidaan edelleen kuvailla hänen tietoisina uskomuksina.  
Kun puhutaan avoimien ongelmien käyttämisestä, pitäisi keskustelun keskiössä olla 
opettajien pedagoginen sisältötieto (ks. Shulman 1986), sillä avoimien ongelmien 
käyttäminen haastaa opettajat muuttamaan roolinsa luokassa. Opettaja ei ole enää 
tiedon välittäjä, vaan oppimisen opas ja helpottaja sekä oppimisympäristöjen 
suunnittelija. Tämä tarkoittaa, että opettajien olisi puhuttava vähemmän, kuunneltava 
syvemmin oppilaitaan ja tehtävä enemmän päätöksiä. Opettajien tehtävä on tarjota 
strukturoituja polkuja uusiin käsitteisiin, tukea metakognition kehittymistä joka 
sisältää myös virheiden ja väärinkäsitysten tunnistamisen, sallia tilaisuuksia oppijoille 
ajatella, keskustella ja tehdä omia kysymyksiään.  
Siispä opettajien pitää kehittää ja muuntaa omia käsityksiään ja uskomuksiaan opetta-
misesta ja oppimisesta (ks. Pehkonen 2007). Jotta opettajat kykenevät sellaiseen 
muutokseen, heidän tarvitsee mm. oppia olemaan sensitiivinen oppilaiden aikaisem-
malle tiedolle ja heidän kysymyksilleen (ks. Fritzlar 2004) ja oppia kuuntelemaan 
syvästi ja pyrkiä havaitsemaan oppilaiden ymmärtämisen taso (ks. Pehkonen & Ahtee 
2005). Tämä kaikki tarkoittaa suurta muutosta opettajien pedagogisissa uskomuk-
sissa, joka muutos saattaa olla jopa radikaali käsitteellinen muutos (ks. Merenluoto 
2005). Siksi tarvitaan uusia menetelmiä auttamaan opettajia kehittämään itseään.  
Eräs lupaava lähestymistapa opettajan muutokseen on 1980-luvulla USA:ssa ja 
UK:ssa käynnistetty liike ”Opettajat tutkijoina” (ks. Cochran-Smith & Lytle, 1999). 
Johtava idea on, että opettajat ovat eksperttejä kehittämään uusia opetusratkaisuja, 
kun he vain tietävät uusimmat tulokset teoreettisista tutkimuksista. Saman ajatuksen 
toi esille Dylan Wiliam (2002) hieman erilaisessa muodossa: Kun aloitetaan 
tutkimusprojekti, missä tavoitteena on kouluopetuksen muuttaminen, lähtökohtana ei 
pidä olla tutkijan valmiit ideat siitä, mitä luokassa pitäisi tapahtua, vaan tutkijan 
pitäisi tukea osallistuvien opettajien itsensä generoimia ideoita ja niiden kehittämistä. 
Tämä ajatus sai empiiristä vahvistusta Roddick & Begthold (2004) –artikkelissa, 
jossa kirjoittajat huomasivat yhden kriittisen muutostekijän olevan opettajien 
osallistuminen koko projektin ajan, aina suunnittelusta toteutukseen.  
Edelleen yksi opettajien pedagogisen sisältötiedon komponentti on heidän opetuk-
sessa soveltamansa koulumatematiikan didaktinen rakenne (vrt. Neubrand & 
Neubrand 2004). Hyvin usein nämä didaktiset rakenteet ovat kovin henkilökohtaisia 
	   	  
ja riippuvat opettajien omista kokemuksista. Jos voisimme kehittää opettajille sopivia 
didaktisia rakenteita, ts. sellaisia jotka he ovat valmiita omaksumaan, voisi tästä 
löytyä tapa auttaa opettajia kehittämään omaan opetustaan (ks. Pehkonen 2007).  
  
TUTKIMUKSEN TAVOITTEET JA TUTKIMUSKYSYMYKSET 
 
Projektin tarkoitus on kehittää malli oppilaiden ja opettajien ymmärtämisen ja 
toiminnan tason parantamiseksi, kun alakoulun matematiikanopetuksessa käytetään 
avoimia ongelmia. Kokeilu tapahtuu yhteistyössä aktiivisten opettajien kanssa 
todellisissa luokkahuoneissa sekä Suomessa että Chilessä. Täten tutkimuksessa on 
kaksi tasoa: (1) oppilaiden matemaattisen ymmärtämisen kehittäminen (ts. ongelman-
ratkaisutaidot), kun luokassa työskennellään avoimia ongelmia käyttäen; (2) opetta-
jien menetelmien kehittäminen käytettäessä avoimia ongelmia luokassa.  
 
Oppilaan taso  
Tässä tarkastellaan kolmea näkökulmaa oppilaan ymmärtämisessä ja toiminnassa: 
ymmärtäminen, matemaattinen toiminta, itseluottamus. Oppilaiden matematiikka-
ymmärryksessä voidaan erottaa korkeamman tason taidot ja käsitteiden ymmärtä-
minen (vrt. Hannula & al. 2006). Oppilaiden matemaattisessa toiminnassa voidaan 
nähdä kaksi aspektia: ongelmanratkaisutaidot ja laskutaidot (esim. Schoenfeld 1992). 
Lisäksi voidaan tarkastella oppilaiden itseluottamuksen kehittymistä (ks. Hannula & 
al. 2005). 
(1) Kuinka oppilaiden ymmärtäminen ja toiminta kehittyy, kun he käyttävät avoimia 
ongelmia matematiikan tunneilla?  
(1.1) Kuinka oppilaiden ymmärtäminen matematiikassa kehittyy?  
(1.1.1) Kuinka oppilaiden korkeamman tason ajattelutaidot kehittyvät?  
(1.1.2) Kuinka oppilaiden matemaattiset uskomukset kehittyvät?  
(1.2) Kuinka oppilaiden matemaattinen toiminta kehittyy?  
(1.2.1) Kuinka oppilaiden ongelmanratkaisutaidot kehittyvät?  
(1.2.2) Kuinka oppilaiden laskutaidot kehittyvät?  
(1.3) Kuinka oppilaiden itseluottamus matematiikassa kehittyy?    
	   	  
Näissä kaikissa kysymyksissä voimme vielä kysyä seuraavan alakysymyksen: 
Minkälaisia eroja on oppilaiden tuloksissa sukupuolen ja suoritustason mukaan?  
 
Opettajan taso  
Seuraavaksi keskitämme huomion kolmeen tärkeään näkökulmaan opettajien peda-
gogisen sisältötiedon kehittymisessä (vrt. Shulman 1986): matematiikkaan liittyvät 
käsitykset (ks. Thompson 1991), oppilassensitiivisyys (ks. Fritzlar 2004, Pehkonen & 
Ahtee 2005) ja ongelmatehtävien toteutus opetuksessa (ks. Schoenfeld 1992). Opetta-
jien oppitunnin toteutuksessa (kysymys 2.3) kiinnitämme huomion kolmeen näkö-
kulmaan opettajien toiminnassa: suunnittelu, oppitunnin toteutus (esim. kotitehtävien 
tarkistus, opettajan esitys, ongelmien ratkaiseminen) ja itse-arviointi.  
 (2) Kuinka opettajien pedagoginen sisältötieto kehittyy, kun he käyttävät avoimia 
ongelmia matematiikanopetuksessa?  
(2.1) Kuinka opettajien käsitykset opetuksesta ja oppimisesta kehittyvät?  
(2.2) Kuinka opettajien sensitiivisyys kehittyy oppilaiden ongelman-
ratkaisutaitoa kohtaan?  
(2.2.1) Kuinka opettajien kuuntelemistaidot kehittyvät luokassa?  
(2.3) Kuinka opettajien avoimien ongelmien opetuksen toteutus kehittyy?  
(2.3.1) Mitkä ovat opettajan tavoitteet oppilaiden ongelmanratkaisulle 
suunnitteluvaiheessa ja kuinka he suunnittelevat toteuttaa ne?  
(2.3.2) Kuinka opettajat toteuttavat suunnitelmansa ongelman-
ratkaisulle luokassa?  
(2.3.3) Kuinka opettajat reflektoivat suunnitelmiensa toteutusta?  
Projektin lopuksi yhdistämme sekä oppilas- että opettajatulokset ja pyrimme löytä-
mään vuorovaikutuksen tason luokassa sekä ennen että jälkeen kokeilun.   
 
TUTKIMUKSEN TOTEUTUS 
 
Kolmivuotinen Suomi–Chile –vertailututkimus on Suomen Akatemian rahoittama 
vuosille 2010–13 (projekti #1135556). Projektin tavoitteena on selvittää oppilaiden ja 
opettajien matemaattisen ymmärryksen ja ongelmanratkaisutaitojen kehittyminen 
	   	  
kolmen vuoden aikana – kolmannelta luokalta viidennelle – kun käytetään avoimia 
ongelmatehtäviä säännöllisesti ainakin kerran kuussa.  
 
Taustatutkimukset  
Projektin taustatutkimuksina on käytetty erilaisia menetelmiä saada esille oppilaiden 
matematiikkaan liittyvät uskomukset ja tiedot: kysely oppilaiden matematiikka-
käsityksistä, oppilaiden piirrokset matematiikan tunnista, testi oppilaiden 
matematiikkatiedoista ja ongelmanratkaisutaidoista, kysely opettajien ongelman-
ratkaisukäsityksistä sekä tutkijoiden havaintoja ja kenttämuistiinpanoja tutkimus-
tehtävien toteutuksen yhteydessä. Perusidea tutkimuksessa on toistaa samat 
mittaukset kolmen vuoden kuluttua, kun oppilaat ovat lopettamassa viidettä koulu-
vuottaan. Täten saamme tilaisuuden tehdä vertailuja sekä maiden välillä että 
oppilaiden kehittymisestä ajassa.  
 
Tiedon keruu 
Projektissa on sekä Suomesta että Chilestä kaksi ryhmää kolmansia luokkia mukana 
tutkimuksessa, molemmissa noin 10 opettajaa: koeryhmä ja kontrolliryhmä. Suomen 
tutkimusryhmistä on edellinen Helsingin ympäristöstä (Vantaa, Espoo, Kirkko-
nummi) ja jälkimmäinen Helsingistä. Chileläiset tutkimusryhmät on koottu Santiagon 
kouluista. Molemmissa ryhmissä ja molemmissa maissa toteutetaan samat tausta-
tutkimukset, mutta koeryhmässä pidetään lisäksi keskimäärin kerran kuukaudessa 
avoimen ongelmanratkaisun tunti, joka videoidaan kahden tutkijan voimin. Kontrolli-
ryhmässä toteutetaan ainoastaan alku- ja loppumittaukset. 
 
Tutkijaryhmä 
Tutkimusryhmä Helsingin yliopistolla koostuu useassa vaiheessa olevasta tutkijasta. 
Ensinnäkin meillä on kaksi täyspäiväistä tutkijaa, KT Liisa Näveri ja FM Laura 
Tuohilampi, jotka molemmat ovat Suomen Akatemian rahoittamia. Toiseksi ryhmään 
kuuluu opetushenkilökuntaa Opettajankoulutuslaitokselta: prof. Markku Hannula, 
dos. Anu Laine ja FT Päivi Portaankorva-Koivisto. Kolmanneksi mukana on 
laitoksen eläkkeelle siirtyneitä professoreita: prof. (emer.) Maija Ahtee ja prof. 
(emer.) Erkki Pehkonen.  
Chileläinen tutkimuskumppani on prof. Maria Leonor Varas (University of Chile, 
Santiago) ja hänen tutkimusryhmänsä: prof. Patricio Felmer, prof. Salomé Martínez, 
prof. Cristian Reyes ja prof. Alejandro López. 
 
	   	  
PIIRTÄMISTEHTÄVÄ TAUSTATUTKIMUKSENA 
 
Kaikista taustatutkimuksista oppilaiden piirroksia käsittelevä nousi yllättäen esille 
mielenkiintoisena uutena menetelmänä kerätä ja tulkita tietoa oppilaiden matema-
tiikkaan liittyvistä käsityksistä. Kun olemme esittäneet tuloksia kansainvälisissä 
kokouksissa, monet tutkijat eri maista ovat olleet kiinnostuneita toteuttamaan saman 
tehtävän omassa maassaan. Siksi käsittelemme tässä hieman laajemmin tätä tausta-
tutkimusten komponenttia. 
Tiedot tässä tekstissä esitetyistä tuloksista koostuvat oppilaiden piirroksista, jotka 
kerättiin syksyllä 2010 Helsingissä. Kolmasluokkalaiset (noin 9 vuotiaat) tulivat 
yhdeksältä eri opettajalta Suur-Helsingin alueella. Oppilaat piirsivät näkemyksensä 
matematiikan tunnista syyslukukauden 2010 alkupuolella; kunkin luokan opettaja 
antoi seuraavan tehtäväinstruktion ja keräsi piirrokset: 
“Piirrä opetusryhmäsi, opettaja ja oppilaat matematiikan tunnilla. Käytä puhe- 
ja ajatuskuplia kuvailemaan keskustelua ja ajattelua. Merkitse oppilas, joka 
edustaa sinua, kirjoittamalla sen kohdalle MINÄ.” 
Yhteensä 133 suomalaisen oppilaan piirrokset analysoitiin, näistä 71 oli poikien ja 62 
tyttöjen tekemiä. Noin kaksi kolmasosaa oppilaista oli liittänyt piirroksiinsa puhe- ja 
ajatuskuplia, joten niihin kirjoitetut sanat antoivat mahdollisuuden tutkia kommuni-
kointia opettajan ja oppilaiden välillä sekä oppilaiden kesken. 	  
Piirrosten analysointia 
Oppilaiden piirrosten luokittelussa oli lähtökohtana Tikkasen väitöskirjassaan (2008) 
käyttämä analysointimenetelmä. Sen mukaan piirros havaintotietona voidaan jakaa 
sisältöluokkiin. Sisältöluokka tarkoittaa ilmiötä, josta tietoa kerätään. Projektia 
koskevissa artikkeleissa, jotka käsittelivät kommunikointia luokkahuoneessa (ks. 
Pehkonen & al. 2011, Tikkanen & al. 2011, Varas & al. 2012a, Pehkonen & al. 
2013), valitsimme sisältöluokiksi seuraavat: (1) opettajan kommunikointi oppilaiden 
kanssa, (2) kommunikointi luokassa, (3) kommunikoinnin laatu luokassa.  
Analysointia varten sisältöluokat operationalisoitiin seuraaviin alaluokkiin: 
1. Opettajan kommunikointi oppilaidensa kanssa: antaa ohjeita; ylläpitää järjestystä; 
opettaa; antaa palautetta; seuraa hiljaisena oppilaiden työskentelyä.  
	   	  
2. Kommunikointi luokassa: oppilas tekee/ kysyy/ ajattelee huomautuksen opetuk-
seen liittyen; oppilas pyytää apua; oppilaat keskustelevat keskenään; oppilas tekee/ 
ajattelee epäsopivan huomautuksen. 
3. Kommunikoinnin laatu luokassa: oppilas sanoo/ ajattelee ”matematiikka on 
mukavaa/ helppoa”; oppilas sanoo/ ajattelee ”matematiikka on tylsää/ vaikeata”; 
oppilas osaa matematiikkaa; oppilas auttaa toista oppilasta; oppilas ei osaa 
matematiikkaa.  
Kaksi tutkijaa luokitteli suomalaisten oppilaiden piirrokset; niissä tapauksissa, joissa 
oltiin eri mieltä, tarkistettiin yhdessä luokittelu. Kaikki piirrokset luokiteltiin 
huolellisesti ja yhdenmukaisuusarvio saatiin laskemalla erot kahden luokittelijan 
välillä. Piirrosten analysointi oli laadullista, ja siksi se voidaan luokitella 
induktiiviseen sisältöanalyysiin (vrt. Patton 2002). Piirroksia analysoitaessa 
keskityttiin yhteen sisältöluokkaan kerrallaan. Jokaisen sisältöluokan kohdalla 
katsoimme, oliko piirroksessa sen alaluokkia. Lisäksi jokaiseen sisältöluokkaan 
kuului viimeisenä alaluokka ”ei-tunnistettavissa”. Kahden suomalaisen luokittelijan 
yksimielisyys oli kaikissa alaluokissa oikein hyvä, ts. yksimielisyys oli yli 90 % 
(vaihtelun ollessa välillä 91 % – 95 %). 
Monet oppilaiden piirroksista ovat hyvin informatiivisia (ks. kuva 1). Mutta joissakin 
piirroksissa voi nähdä vain tikku-ukkoja, joissakin tapauksissa kädet alkavat päästä, 
ja muutamassa piirroksessa on vain pulpetteja edustamassa oppilaita. Mutta jotkut 
kolmasluokkalaista ovat hyvin lahjakkaita piirtämisessä ja sellaisessa tapauksessa voi 
nähdä useita yksityiskohtia oppilaiden piirroksissa. Puhekuplissa oppilaat esittävät 
ideoita matematiikan tunneilta ja kommentoivat tuntien ilmapiiriä. Kuitenkin on hyvä 
huomata, että oppilaiden tapa käyttää puhekuplia, ts. esittää sanomista (ääneen tai 
kuiskaamalla) ja ajattelua ei ole aina johdonmukaista. 
Seuraavassa on esimerkki suomalaisen oppilaan piirroksesta (ks. kuva 1); sen 
analyysi on kuvan alapuolella.  
 
	   	  
Kuva 1. Tyypillinen suomalaisen oppilaan piirros; sen analyysi on alla.  
 
Kuvan 1 analyysi on seuraava. Joissakin sisältöluokissa ei ole nähtävissä vain yhtä 
ala-luokkaa, vaan useampia. Opettajan kommunikointi oppilaidensa kanssa (1): 
Opettaja istuu työpöytänsä takana ja sanoo “Tytöt siellä takana”; täten hän ylläpitää 
järjestystä. Kommunikointi luokassa (2): oppilas tekee opetuksen sisältöön liittyvän 
huomautuksen “Paljonko on 2.4? Hmm.”; oppilaat keskustelevat keskenään ”Meijän 
luokan söpöin poika vihaa meitä”; oppilas tekee asiattoman huomautuksen ”Opettaja 
käyn vessassa”. Kommunikoinnin laatu luokassa (3): oppilas ajattelee matematiikan 
olevan tylsää ”Huah, tylsää”; oppilas ei osaa matematiikkaa ”Paljonko on 2.4? 
Hmm.”.  
 
Lyhyesti piirrostutkimuksen päätuloksista  
Kahdessa artikkelissa (Pehkonen & al. 2011; Tikkanen & al. 2011) keskitytään 
pelkästään suomalaisiin piirroksiin. Sen sijaan kaksi muuta artikkelia (Varas & al. 
2012a, Pehkonen & al. 2013) käsittelevät suomalaisten ja chileläisten piirrosten 
vertailua.  
	   	  
Julkaisussa Pehkonen & al. (2011) kirjoittajat rajoittuvat vain piirroksissa näkyvään 
kommunikaatioon. Tyypillinen kommunikaatio luokassa näyttää rakentuvan pää-
asiallisesti kolmen teeman ympärille: matematiikka on mukavaa/ helppoa, matema-
tiikka on vaikeata/ tylsää, ja oppilaat osaavat matematiikkaa.     
Artikkeli Tikkanen & al. (2011) keskittyy sekä piirroksissa näkyviin opetusmene-
telmiin että luokkahuonekommunikaatioon. Tyypillinen opetusnäkymä näyttää 
olevan opettajajohtoinen tilanne, jossa opettaja istuu hiljaisena työpöytänsä takana ja 
valvoo oppilaiden yhteistä harjoittelua opetusryhmässä.    
PME-esityksessä Varas & al. (2012a) ja lehtiartikkelissa Pehkonen & al. (2013) 
kuvaillaan vertailevia tuloksia Suomen ja Chilen luokkahuonekommunikaatiosta. 
Analysoimalla piirroksia pyrittiin selvittämään kolmasluokkalaisten käsityksiä 
matematiikan ja sen opetukseen liittyvästä kommunikoinnista. Tulokset näyttävät, 
että oppilaiden käsitykset kommunikaatiosta ovat hyvin erilaiset näissä kahdessa 
maassa, vaikkakin siellä on myös paljon samanlaisuuksia. Molempien maiden 
piirroksissa nähdään opettajan toiminta samanlaisena: opettaja opettaa tai havainnoi 
luokkaa. Tärkeimpänä voidaan mainita seuraavat tilastollisesti merkitsevät erot: 
Luokan kommunikoinnissa suomalaiset oppilaat keskustelivat enemmän keskenään, 
kun taas chileläiset oppilaat osoittivat selkeämmin uskoa kyvykkyyteensä matematii-
kassa.  
Loppuhuomautuksia  
On huomattava, että suomalaiset piirrokset tehtiin 3. luokan syyslukukauden 
alkupuolella (elokuu 2010), joten saattaa olla, että monet oppilaat peilasivat 
kokemuksiaan 1.–2. luokan opettajista ja opetuksesta. Koska monilla 
kolmasluokkalaisilla on vielä vaikeuksia piirtämisessä, he ehkä keskittyivät 
piirtämään vain sitä mikä oli heille helppoa.  
Tällainen piirtämistehtävä tarjoaa opettajalle mahdollisuuden saada ja arvioida tietoa 
siitä, kuinka hänen oppilaansa kokevat matematiikan ja matematiikan tunnit. 
Tällainen ”ikkuna” oppilaiden ajatteluun on kovin helppo avata myös normaalien 
oppituntien puitteissa eikä se vaadi opettajalta paljon ylimääräistä työtä.  	  
Piirrostutkimuksen laajennuksesta 
Luokkahuonekommunikaation rinnalla on suomalaisten oppilaiden piirroksista myös 
tutkittu affektiivisia tekijöitä (ks. Laine & al. 2012a). Tässä tutkimuksessa tutkijat 
päättelivät yhteenvetona, että emotionaalinen ilmapiiri suomalaisilla matematiikan 
	   	  
tunneilla näyttää olevan kokonaisuudessaan positiivinen, vaikka erot luokkien välillä 
ovat suuret. Piirrokset näyttävät olevan erinomainen tapa kerätä tietoa matematiikan 
tuntien emotionaalisesta ilmapiiristä (vrt. Harrison & al. 2007). Kolmantena tutki-
muskohteena on oppilaiden piirroksista tutkittu niissä esiintyvää matematiikkaa ja sen 
tasoa, mutta siitä ei ole vielä julkaistu mitään. 
Kun havaitsimme piirrosten mahdollisuudet menetelmänä paljastaa oppilaiden 
käsitykset matematiikan opettamisesta ja oppimisesta, olemme alkaneet aktiivisesti 
laajentaa tietopohjaamme. Nyt meillä on jo Suomen ja Chilen piirrosten ohella myös 
USA:sta (Georgia), Saksasta (Sachsen-Anhalt) ja Englannista oppilaspiirroksia; 
USA-tiedostosta on tehty peräti lehtiartikkeli (ks. Hart & al. 2013). Lisäksi 
odotamme saavamme vertailukelpoisen piirrostiedoston Uudesta Seelannista ja 
Albaniasta. Tämä tarkoittaa, että oppilaiden piirrostutkimus on laajentumassa 
taustatutkimuksesta itsenäiseksi tutkimusprojektiksi. 
 
MUITA ALKUMITTAUKSIA 
 
Tässä käsitellään kolmea muuta alkumittausta: oppilaskysely matematiikka-
käsityksistä, testi oppilaiden matematiikkatiedoista ja ongelmanratkaisutaidoista sekä 
opettajien käsitys ongelmanratkaisusta. 
 
Oppilaskysely matematiikkakäsityksistä  
Oppilaiden matematiikkaan liittyviä uskomuksia, käsityksiä ja tunteita (affekteja) 
kartoitettiin alkumittauksessa kyselyä käyttäen, joka suoritettiin Suomessa 
syyskuussa 2010 ja Chilessä maaliskuussa 2011. Tarkemmin kyselystä löytyy mm. 
artikkelista Tuohilampi & al. (2013b). Kyselyssä oli osioita koskien oppilaiden 
yritteliäisyyttä (effort), pystyvyyden tunnetta (self-competence), matematiikasta 
pitämistä (enjoyment of mathematics), itsevarmuutta (self-confidence) sekä 
oppimisorientaatiota (mastery goal orientation).  
Kyselystä saatua aineistoa analysoitiin tarkastelemalla oppilaiden affektiivisia 
rakenteita sekä arvioimalla affektiivisten ulottuvuuksien tasoa sekä näiden välisiä 
yhteyksiä. Näistä ensimmäistä tutkittiin faktorianalyysin avulla: Aineistosta laskettiin 
kummallekin maalle erikseen eksploratiivisia faktorimalleja, minkä lisäksi 
tarkasteltiin, kuinka soveltuvia kummankin maan faktoriratkaisut olivat käytettäessä 
	   	  
konfirmatorista lähestymistapaa. Aineistoa sekä käytettyjä analyyseja on kuvattu 
tarkemmin artikkeleissa Tuohilampi & al. (2012), Tuohilampi & al. (2013a) sekä 
Tuohilampi & al. (2013b). 
Rakenteita vertailtaessa havaittiin, että vaikka kummassakin maassa oli mahdollista 
muodostaa aineistosta kyselyä vastaava rakenne, joka siis jakautui yritteliäisyyteen, 
pystyvyyden tunteeseen, matematiikasta pitämiseen, itsevarmuuteen sekä oppimis-
orientaatioon, oli chileläisille kuitenkin mahdollista muodostaa myös vaihtoehtoinen 
rakenne (toisin kuin suomalaisille). Chileläisten rakenteessa poikkeavaa oli tunne-
ulottuvuuden jakautuminen helppouteen ja hauskuuteen sekä epämiellyttävyyteen ja 
toisaalta kauttaltaan kyselyn eri osista muodostuva ulottuvuus negatiiviset käsitykset 
matematiikasta. 
Ulottuvuuksien tasoa tutkittaessa huomattiin, että oppilaiden käsitykset matema-
tiikasta sekä itsestä matematiikkaan liittyen olivat varsin positiivisia, mikä onkin 
kehityksellisesti tavallista kolmasluokkalaisille. Erityisesti oppimisorientaatiot olivat 
hyvin korkealla kummassakin maassa: yli 85 prosenttia oppilaista oli täysin samaa 
mieltä siitä, että he halusivat oppia ja ymmärtää matematiikkaa. Lukuun ottamatta 
itseluottamusta, joka oli jokseenkin samantasoista kummassakin maassa, oli 
suomalaisilla hieman positiivisemmat matematiikkakäsitykset.  
Ulottuvuuksien välisiä korrelaatioita tarkasteltaessa havaittiin yhteyksien olevan 
erilaisia Suomessa ja Chilessä. Suomalaisittain huolestuttavaa oli, että heikoin yhteys 
löytyi oppimisorientaation ja itseluottamuksen välillä. Tämä voi johtaa tilanteeseen, 
jossa oppilas asettaa oppimiselleen korkeita tavoitteita tuntematta kuitenkaan 
pystyvänsä täyttämään noita tavoitteita. Tämän ristiriidan puolestaan on todettu 
yhdistyvän matalampaan suoritustasoon sekä matematiikasta pitämisen vähentymi-
seen (Tuohilampi & Hannula, 2011). 
 
Testi oppilaiden matematiikkatiedoista ja ongelmanratkaisutaidoista 
Artikkelissa (Laine & al. 2012c) tarkastellaan projektissa mukana olevien luokkien 
oppilaiden matematiikan osaamista ja ajattelua kolmella eri osaamisalueella; 
perustaidoissa ja sanallisissa tehtävissä sekä ongelmanratkaisussa oppilaille vieraissa 
matematiikan alueissa.  
Matematiikan oppimisen tavoitteena on tarjota mahdollisuuksia matemaattisen 
ajattelun kehittämiseen ja matemaattisten käsitteiden sekä yleisimmin käytettyjen 
ratkaisumenetelmien oppimiseen (OPH 2004). Lisäksi opetuksen tulee ohjata 
	   	  
oppilasta löytämään, muokkaamaan ja ratkaisemaan ongelmia (ibid). Vuosiluokkien 
1–2 matematiikan opetuksen ydintehtävinä ovat matemaattisen ajattelun kehittäminen 
perusteluja tekemällä ja esittämällä, keskittymisen, kuuntelemisen ja kommuni-
koinnin harjaannuttaminen. Tiedollisia tavoitteita on kokemusten hankkiminen 
matemaattisista käsitteistä, kuten luonnollisista luvuista ja niihin liittyvistä 
peruslaskutoimituksista.  
Matematiikan osaamista tarkastellaan kompleksisuudeltaan eritasoisten tehtävien 
avulla; laskemistasoiset tehtävät ja soveltavat tehtävät. Lisäksi tarkastellaan 
oppilaiden ongelmanratkaisutaitoja sellaisissa tehtävissä, jotka eivät ole heille 
ennestään tuttuja.  
Oppilaat saivat keskimäärin 47 % koko testin enimmäispistemäärästä. Laskemis-
tasoisten tehtävien ratkaisuprosentit nähdään taulukossa 1.  
 
Taulukko 1. Matematiikan testin laskemistasoisten tehtävien osaamisprosentit 
(N=132). 
 
Tehtävät Oikein Väärin Tyhjä 
27 + 16 82.4 17.2 0.4 
408 – 397 44.9 50.6 4.5 
7 x 8 58.1 29.9 12.0 
0 x 12 89.5 9.6 0.9 
7 – 2 x 3 50.1 44.3 5.6 
  
Taulukosta 1 nähdään, että laskemistasoisten tehtävien hallinta alle sadan luku-
alueella on hyvää. Suuruusluokaltaan satoja oleva vähennyslasku osoittautui osion 
vaikeimmaksi. Samoin yhdistettyjä laskutoimituksia sisältävä tehtävä houkutti noin 
puolet oppilaista laskemaan ensin siinä olevan vähennyslaskun.    
Soveltavissa tehtävissä oppilaat valitsivat oikean laskutoimituksen, mitä pidetään 
ymmärtävänä tasona (Wilson 1971). Vastausprosentit vaihtelivat 27 %:sta jopa 75 
%:iin. Sen sijaan jos pyydettiin perustelua tai esimerkkiä, oli suorituksissa puutteita. 
Esimerkiksi rahatehtävässä kysyttiin, paljonko on 2 euroa jaettuna neljällä ja 
pyydettiin sanallista esimerkkiä, missä tätä laskua tarvitaan. Oikean vastauksen 
ensimmäiseen kohtaan antoi 75 % oppilaista, sen sijaan vain 16 % oppilaista antoi 
oikeanlaisen esimerkkitilanteen, jossa tätä laskua tarvittaisiin. Vastaavasti 
	   	  
kysyttäessä, kuinka paljon neljästä kaveruksesta jokainen saa suklaata, kun 18 palaa 
jaetaan tasan, oikean vastauksen antoi 27 % oppilaista. Vain 12 % oppilaista perusteli 
vastauksensa oikein. 
Testissä oli niin sanottu ohjaava tehtävä, jossa etsittiin vaiheittain sellaisia lukuja, 
joiden erotus on 2. Lisäksi kysyttiin, kuinka paljon tällaisia erotuksia on kaiken 
kaikkiaan ja perustelua tähän.  
 
Taulukko 2. Ratkaisut tehtävässä, jossa oppilaiden tuli etsiä lukuja, joiden erotus on 
2. 
Tehtävä Vastausten luokittelu Vastausprosentti 
Etsi lukuja, joiden 
erotus on 2. 
Esimerkiksi 5-3=2. 
Tyhjiä 0,4 
Toinen oli oikein 4,1 
Molemmat olivat oikein 92,9 
Keksitkö lisää 
esimerkkejä? 
Millaisia? 
Tyhjiä 12,9 
1-numeroisia esimerkkejä 30,8 
2-numeroisia esimerkkejä 34,2 
Muita 21,7 
Kuinka paljon arvelet 
erilaisia laskuja, joissa 
erotus on kaksi, 
olevan kaiken 
kaikkiaan? 
Tyhjiä 26,9 
Erotuksia on 1 ja 20 välillä 12,5 
Erotuksia on 20 ja 10000 välillä tai kerrottu 
vastaava sanoin 
21,9 
Erotuksia on äärettömästi 26,5 
Perustele edellinen. Tyhjiä 43,9 
Perustelut väärin 35,9 
Perustelut oikein 19,8 
 
Taulukosta 2 nähdään, että lähes 90 % oppilaista kirjoitti yli kaksi esimerkkiä 
luvuista, joiden erotus on kaksi. Kysyttäessä, kuinka paljon he arvelevat erilaisia 
laskuja, joissa erotus on kaksi, olevan kaiken kaikkiaan noin neljäsosa oppilaista 
kuvasi erotuksia olevan äärettömästi. Vastaavasti kolmannes oppilaista ilmoitti 
määrän eritasoisin luvuin. Hyväksyttävän perustelun väitteelleen antoi noin viidesosa 
oppilaista. 
Kolmasluokkalaisilla on vaikeuksia kirjata perusteluja löytämilleen ratkaisuille 
ongelmaan. Asiaan tulisi kiinnittää huomiota, koska perusteleminen auttaa oppilasta 
	   	  
ymmärtämään, miten hän on päätynyt ratkaisuun mekaanisen suorittamisen sijaan. 
Perusteleminen edistää sekä kognitiivista että metakognitiivista oppimista. Oppilas 
saa perustelujen kautta kokemuksia induktiivisen ja abduktiivisen ajattelun todenta-
misesta.  
 
Opettajien käsitys ongelmanratkaisusta 
Opettajan rooli on ratkaiseva hänen toteuttaessaan opetussuunnitelman tavoitteita. 
Erityisesti hänen matematiikkakäsityksensä vaikuttavat niihin päätöksiin, jotka hän 
tekee opettaessaan matematiikkaa. Tämän taustatutkimuksen tarkoitus on selvittää, 
minkälaisia käsityksiä Suomen alakoulun (3-luokan) opettajilla on ongelman-
ratkaisusta ja sen opettamisesta matematiikassa sekä miten he ymmärtävät ongelman-
ratkaisun ja kuinka he toteuttavat sitä opetuksessaan. Lisää opettajien käsityksistä 
ongelmanratkaisusta löytyy artikkelista Näveri & al. (2011). 
Tutkimuksen pohjana olevat tiedot on kerätty ongelmia ja ongelmanratkaisua 
koskevalla kyselyllä marraskuussa 2010. Kysely lähetettiin suomalaisten alakoulujen 
rehtoreille satunnaisotokselle (N = 100). Kysely ja sen uusintakierros tuotti yhteensä 
63 vastausta. Saaduista vastauksista käytiin läpi ensin 10 paperia, jotta saataisiin 
luotua vastausten luokittelusysteemi. 
Kuten aikaisemmin on jo todettu, on matematiikan oppimisen tavoitteena matema-
tiikan rakenteiden ymmärtäminen eikä pelkästään mekaaninen laskeminen (OPH 
2004). Korkeamman tason ajatteluun opetuksessa päästään sellaisissa ongelma-
tehtävissä, joissa yksilö ratkaisun löytääkseen joutuu yhdistämään olemassa olevaa 
tietoaan (hänelle) uudella tavalla tavanomaisen ongelmanratkaisun määritelmän (vrt. 
Kantowski 1980) mukaisesti. Vaikka oppiminen aina on yksilöllinen tapahtuma, niin 
koulussa opetus tapahtuu yleensä suuressa ryhmässä (luokassa). Siten viime kädessä 
opettaja luo puitteet oppimiselle ja mahdollistaa laadukkaan oppimisen. Oppikirjojen 
ja opettajan oppaiden suuri vaikutus opettajan valinnoissa näkyy selkeästi 3. luokkien 
opettajien vastauksissa. 
Kyselyn tuloksia tarkasteltaessa näyttää siltä, että 3. luokkien opettajat pyrkivät 
käyttämään ongelmanratkaisutehtäviä opetuksessaan. Kukaan heistä ei ollut valinnut 
vaihtoehtoa “ei koskaan”. Mutta orientaatiovaiheen toteutuminen ongelmanratkai-
sussa ei noussut vastauksissa kovin korkealle. Tällä vaiheella on merkitystä kahdesta 
syystä; alkuoletusten esille nostaminen aktivoi tarvittavia käsitteitä ja erityisesti 
avoimissa ongelmissa orientaatiovaiheessa oppilas voi rajata ongelmansa kokoa. 
	   	  
Toinen orientaatiovaiheen merkitys liittyy motivaatioon ja sen ylläpitämiseen. 
Valmisteluvaiheessa opettajan tulisi miettiä, mikä oppilasta tehtävässä motivoi, ja 
millä tavoin mielenkiintoa voi pitää yllä. Ongelman tulisi olla oppijalle sopivan 
tasoinen ja aihepiiriltään mielekäs, jotta mielenkiinto yrittämiseen säilyy.  
Oppimistilanteessa opettaja säätelee kysymyksillään opittavan tiedon tasoa. 
Esimerkiksi opettajan liian tekninen suorittaminen oppitunnilla tuottaa pääasiallisesti 
pinnallista tietoa. Sen sijaan oppilaan aito kuunteleminen ja oppilaan ajatteluun 
paneutuminen auttaa opettajaa tekemään oppilaalle niitä kysymyksiä, jotka auttavat 
oppilasta ongelman ytimeen. 
Yhteenvetona voidaan sanoa, että opettajien vastausten mukaan ongelmanratkaisu 
matematiikassa tarkoittaa ennen kaikkea sanallisia tehtäviä ja että ongelmanratkaisu 
on pääasiallisesti tehty yhteistyössä. Opettajien vastauksissa arkipäivän tilanteet ja 
sanalliset tehtävät olivat hyvin suosittuja (70%). Katsottaessa tehtäviä, joita he 
sanovat käyttäneensä, nähdään että useimmat heistä ovat nimenneet rutiinitehtävän 
ongelmaksi. Siispä voidaan päätellä, että koska iso osa 3. luokan opettajista käyttää 
rutiinitehtäviä, heidän oppilaidensa oppiminen pysyy rutiinitasolla. Koska oppilaiden 
on vaikeata muuttaa vääriä oppimistapoja, niin myös alakoulun opettajat pitäisi auttaa 
ymmärtämään, mitä ongelma ja ongelmanratkaisu tarkoittavat ja miten sitä olisi 
opetettava.  
 
JOIDENKIN KOKEILUONGELMIEN ANALYSOINTIA 
 
Tutkimusprojektin ”punainen lanka” on tiettyjen avoimien ongelmien ratkaiseminen 
koululuokissa noin kerran kuukaudessa ja sen vaikutus oppilaiden ja opettajien 
toimintaan pitkällä aikavälillä. Käytetyt kokeiluongelmat on kehitelty yhteistyössä 
chileläisten kollegoiden kanssa. Toimintatavaksi on vakiintunut seuraava: Toisen 
maan tutkijaryhmä ideoi 6–10 avointa ongelmatehtävää seuraavalle puolivuotis-
kaudelle eli sille luokkatasolle, joka on vuorossa. Sitten toisen maan tutkijaryhmä 
tekee näistä valinnan, mitkä 3–4 ongelmaa otetaan käyttöön. Tämän jälkeen tutkija-
ryhmä yhdessä kokeiluopettajien kanssa ideoi tehtävästä koululuokkaan sopivan 
sanamuodon ja esitystavan. Lopuksi jokainen opettaja miettii omalla kohdallaan 
tehtävän toteutuksen ja antaa ennen kokeilutunnin alkua tutkijalle oman (lyhyen) 
tuntisuunnitelmansa. 
Kaikkien kokeiluongelmien luokkasovellus on videoitu kahden tutkijan voimin, joista 
toinen (LN) keskittyi opettajan toimintaan ja toinen (LT) joidenkin kohdeoppilaiden 
	   	  
suoritusten seurantaan. Siksi kokeiluopettajat ovat porrastaneet ongelmien 
toteutuksen, jotta tutkijat pääsevät kuvaamaan kaikissa kouluissa tunnit noin 
kuukauden sisällä. Koska kokeiluongelmia käytetään luokissa kerran kuussa ja 
vältetään lukukauden alun ja lopun ”ruuhka-aikoja”, ts. 3 ongelmaa syksyllä ja 4 
ongelmaa keväällä. Siis koko kolmivuotisessa projektissa käydään läpi yhteensä 21 
ongelmaa. 
Kolmannen vuoden puolivälissä on toteutettu jo 16 ongelmatehtävää kouluissa, mutta 
tähän mennessä on ehditty analysoimaan vasta joidenkin ongelmien käsittelyä 
tarkemmin. Tässä esitellään neljä avointa ongelmatehtävää (Neliön jako, Aritmagon, 
Elli-etana ja Tikut ja herneet), jotka toteutettiin tutkimuksessa kahden ensimmäisen 
tutkimusvuoden aikana, sekä niiden tuloksia oppilaiden suorituksena. 
 
Neliön jako –ongelma  
”Neliön jako” on järjestyksessä toinen kokeiluongelma; sen toteutuskuukausi oli 
Suomessa marraskuu 2010. Tällöin oppilaat olivat 3. luokalla. Ongelman ratkaisuja 
käsitellään mm. julkaisussa Laine & al. (2012b). Oppilaiden erilaisia ratkaisuja 
selviteltiin tuon tutkimuksen ensimmäisenä tutkimuskysymyksenä. 
 
Esimerkki 1:  
Jaa neliö kahteen osaan, jotka ovat täysin samanlaisia. Kuinka monta erilaista 
ratkaisua löydät?  
   
 
 
  
Oppilaiden suoritukset ongelmatehtävän ratkaisussa voidaan jakaa viiteen tasoon (ks. 
taulukko 3). Alin taso on Ei suoritusta (taso 0), jolloin oppilas ei saanut keksittyä 
yhtäkään ratkaisua tunnin aikana. Seuraava on Perustaso (taso 1), jossa oppilas on 
saanut vain ilmeiset kaksi perusratkaisua (lävistäjällä kahdeksi kolmioksi ja sivun 
suuntaisella janalla kahdeksi suorakulmioksi). Seuraava taso on Suora viiva (taso 2): 
sellaisella janalla erottaminen, joka ei ole neliössä lävistäjän eikä sivun suuntainen. 
Tämä ratkaisu vaatii jo jonkin verran luovuutta, ja erilaisia ratkaisuja on ääretön 
määrä. Kolmas taso on Käyrä viiva (taso 3): siis jakoviiva voi olla mielivaltainen 
käyrä, kuten kaaren paloista koottu viiva tai jopa murtoviiva. Näidenkin ratkaisujen 
lukumäärä on ääretön, vieläpä ilmeisesti mahtavampi ääretön kuin edellisen tason. 
	   	  
Korkeinta tasoa (taso 4) edustaa Keskipiste-ajattelu, missä ratkaisujen oleellisena 
osana nähdään neliön keskipiste ja jakokäyrien symmetria sen suhteen. 
Taulukko 3. Eri tasoille päässeiden oppilaiden jakauma (N = 86). 
Ei suoritusta Perustaso Suora viiva Käyrä viiva Keskipiste-
ajattelu 
Taso 0 Taso 1 Taso 2 Taso 3 Taso 4 
1 (1 %) 33 (38 %) 21 (25 %) 18 (21 %) 13 (15 %) 
 
Suurin osa oppilaista pääsi ratkaisuissa tasoille 1–3, vain 13 oppilasta (eli 15 %) pääsi 
korkeimmalle tasolle (taso 4). Vastausten tyyppiarvo oli taso 1. Mutta on huomattava, 
että opettajat ohjasivat oppilaitaan eri tavoin, joten kaikki havaittava luovuus ei ole 
välttämättä lähtöisin oppilaista (vrt. Laine & al. 2012b).  
 
Aritmagon–ongelma  
Aritmagon on neljäs kokeiluongelma; se toteutettiin Suomessa helmikuussa 2011, 
jolloin oppilaat olivat 3. luokalla. Ongelman ratkaisuja käsitellään julkaisuissa Näveri 
& al. (2012a), Varas & al. (2012b) ja Laine & al. (2013b). Tutkimuksessa on yhtenä 
tutkimuskysymyksenä oppilaiden kyky ratkaista tällainen epätavanomainen ongelma 
ja perustella ratkaisunsa ns. helpotetussa aritmagon-ongelmassa. 
 
Esimerkki 2:  
Aritmagonissa kolmion jokaisessa kulmassa on luku, ja kahden kulman lukujen 
summa merkitään niitä yhdistävälle sivulle.  
Ratkaise kulmiin tulevat luvut.   	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Yritä keksiä menetelmä, jolla voi aina ratkaista aritmagonin kulmissa olevat 
luvut, kun sivujen luvut on annettu ja sivuilla on kaksi samaa lukua. 
Laadi yksi helppo ja yksi vaikeampi aritmagontehtävä.  
Oppilaiden suoritukset ryhmiteltiin kolmeen luokkaan. Luokkaan A tulivat ne 
suoritukset, joissa oppilaalla oli sekä perustelu aritmagonin ratkaisulle että 
ratkaistavissa olevia lisäaritmagoneita, joissa sivuilla oli ainakin kaksi samaa lukua. 
Luokkaan B kirjattiin ne suoritukset, joissa ei ollut minkäänlaista perustelua 
ratkaisulle, mutta joista löytyi lisäaritmagoneita, joissa sivuilla oli ainakin kaksi 
samaa lukua. Luokkaan C kirjattiin sitten suoritukset, joissa ei ollut mukana yhtään 
sellaista lisäaritmagonia, jonka sivuilla olisi ollut ainakin kaksi samaa lukua.  
Lisäksi oppilaiden antamat perustelut ratkaisumenetelmän löytämiselle (ts. luokka 
A), kun aritmagonissa oli annettu kaksi samaa lukua, jaettiin kolmeen luokkaan sen 
mukaan, miten oppilaat olivat perustelut ilmaisseet. Alaluokkaan A.1 sijoitetuista 
perusteluista ilmeni selvästi, miten oppilas otti huomioon sen, että aritmagonissa oli 
kaksi yhtä suurta summaa tarkoittavaa lukua. Alaluokkaan A.2 sijoitetuista 
perusteluista ilmeni, että oppilas ymmärsi, että ratkaisu löytyi yhteenlaskun kautta. 
Alaluokkaan A.3 sijoitettiin oppilaat, jotka olivat yrittäneet kirjoittaa jotakin 
perusteluksi.  
 
Taulukko 4. Oppilaiden suoritusten jakautuminen eri luokkiin (N=102). 
 Kategoria Esimerkki Oppilasmäärä 
A.1 Aritmagonissa kaksi 
samaa lukua, joiden 
merkitys ymmärretty 
Mietin, mikä +lasku 
tarvitaan ja  laske aina 
samat luvut, esim. 1+1, 
2+2 ja 4+4. 
 
11 
A.2 Aritmagonissa kaksi 
samaa lukua ja 
ymmärretty, että on 
kyse yhteenlaskusta 
Mä vaan laskin + laskuja.  
12 
A.3 Aritmagonissa kaksi 
samaa lukua ja 
epämääräinen selitys 
Mä vaan laskin. 
Lopulta mä vaan sen 
tajusin. 
 
5 
B Aritmagonissa kaksi 2 1 1, 4 9 9,  6 16 16, 35 
	   	  
samaa lukua 200 500 500 
C Aritmagonissa kolme 
erilaista lukua 
8 4 6, 5 9 8, 11 17 14  39 
Yht   102 
 
Oppilaista vajaa kolmannes (27 %) kirjoitti perustelun ratkaisulleen. Heistä  noin 40 
% (11 oppilaalla 28:sta) kirjoittamissa vastauksissa oli strategian kuvausta (ks. 
taulukko 4). Näyttäisi siis siltä, että kolmannelta luokalta alkaen pitäisi oppilaille 
antaa myös sellaisia tehtäviä, joissa he joutuisivat selittämään, miten he annettujen 
tietojen pohjalta ovat päätyneet tiettyyn johtopäätökseen ja selittämään ajatteluaan 
muille (ja opettajalle). 
 
Elli-etana –ongelma 
”Elli-etana” on järjestyksessä seitsemäs kokeiluongelma ja toisen kokeiluvuoden 
ensimmäinen. Sen toteutuskuukausi oli syyskuu 2011, jolloin oppilaat olivat 4. 
luokalla. Ongelman ratkaisuja käsitellään julkaisussa Laine & al. (2013a).  
 
Esimerkki 3: 
Etana-Elli kiipeää muuria ylös hyvin hitaasti. Joinakin päivinä se nousee 10 cm, 
joinakin päivinä 20 cm, joinakin päivinä se nukkuu eikä liiku, ja toisina päivinä 
se on syvässä unessa, jolloin se laskeutuu 10 cm. Muuri on 100 cm korkea. 
Kymmenennen päivän lopuksi Elli on puolivälissä muurin korkeutta (eli noussut 
50 cm). Mitä on voinut tapahtua kymmenenä ensimmäisenä päivänä? Kuvaile 
niin monta erilaista tapaa kuin mahdollista. 
 
Tarkastelun kohteeksi valittiin opettajan ja oppilaiden välinen luokkahuonekeskustelu 
matematiikan ongelmanratkaisutuntien aikana. Tässä tarkastellaan opettajien tekemiä 
kysymyksiä, jotka muodostivat aineistossa kuusi luokkaa: (1) tehtävänantoon ja 
ratkaisun merkitsemiseen liittyvät, (2) työskentelytapaan liittyvät, (3) työskentelyn 
etenemiseen liittyvät, (4) selityksiä ja perusteluja pyytävät, (5) ajattelua syventävät 
sekä (6) muut eli epäselvät tai luokan muuhun toimintaan liittyvät kysymykset. 
Tehtävänantoon ja merkitsemiseen liittyvillä kysymyksillä opettajat kannustivat 
oppilasta palaamaan tehtävänantoon ja pohtimaan sen asettamia ehtoja. ”No mitäs 
	   	  
tuol ohjeissa lukee? Kuinkas paljon se pystyi laskeutua?” (Pia) ”Tässä on toinen 
päivä. Mitäs siinä tapahtuu?” (Outi) 
Työskentelytapaan liittyvillä kysymyksillään opettajat kommentoivat oppilaiden 
valitsemaa ratkaisustrategiaa ja ehdottivat vaihtoehtoisia ratkaisutapoja. ”Voiks sitä 
piirtää mitenkään?” (Outi) ”Joo miten sä ajattelet, että jakolaskua olis voinut käyttää 
tossa?” (Pia) 
Työskentelyn etenemiseen liittyvät kysymykset olivat keskustelunavauksia, joilla 
opettajat kiinnittivät oppilaiden huomion ja pyysivät heitä kertomaan 
työskentelystään ja vastauksistaan. Tähän luokkaan kuuluu myös kysymyksiä, joilla 
opettaja selvittää, ovatko oppilaat ymmärtäneet, miten tehtävää tehdään. ”Kuinkas 
monta erilaista vaihtoehtoa te olette jo löytäneet?” (Katja) ”Pääskö nyt aika moni 
juoneen kiinni?” (Ritva) 
Selityksiä ja perustelua pyytävillä kysymyksillä opettajat ohjasivat oppilaita 
kertomaan, mitä he ovat ongelmaa ratkaistessaan ajatelleet.  ”Joo no miten te tästä 
ensimmäisestä ratkaisusta… päädyitte tähän toiseen ratkasuun?” (Tiina) ”Perustele 
mulle, jos sä teet tähän sen merkinnän etkä tähän viivalle, niin miten se lisää sun 
mahdollisuuksien määrää.” (Helena) 
Ajattelua syventävillä kysymyksillä opettaja kannusti oppilaita kokeilemaan 
ongelmanratkaisussa jotakin uutta lähestymistapaa tai näkökulmaa. ”Te saitte 
kolmetoista, mut meinaatsä et te löysitte kaikki vaihtoehdot mitä on olemassa?” (Pia) 
”Mikä näistä eri tavoista, älkää miettikö omaanne… Mikä oli näistä helpoin tapa 
ratkaista?” (Outi) 
Taulukossa 5 esitetään kysymysten opettajakohtainen jakautuminen eri 
kysymysluokkiin. 
 
Taulukko 5. Kysymysluokkien suhteelliset osuudet (%) opettajien kysymyksistä. 
Opettaja 
 
Tehtävän-
anto ja 
ratkaisun 
merkintä 
Työskentely- 
tapa 
 
Työskentelyn  
eteneminen 
Selityksien, 
perustelun 
pyytäminen 
Ajattelun 
syventäminen Muut 
Kysymys-
ten  
lukumäärä 
(kpl) Katja	   68,8 0,0 6,2 0,0 0,0 25,0 16 Pia	  	   26,3 5,3 26,3 18,4 13,2 10,5 19 Helena	   62,5 0,0 20,8 12,5 0,0 4,2 24 Ritva	   46,1 3,9 19,2 0,0 0,0 30,8 26 Sofia	   54,3 11,5 11,4 5,7 5,7 11,4 35 
	   	  
Tiina	   20,0 7,7 20,0 30,0 16,7 5,6 90 Hannele	  	   74,1 5,2 6,9 5,2 0,0 8,6 58 Outi	   67,6 4,3 2,9 13,0 6,5 5,8 69 
 
Opettajat erosivat toisistaan esittämiensä kysymysten perusteella. Huomattava osa 
opettajien kysymyksistä ja ohjauksesta kohdistui tehtävänannon lukemiseen, ymmär-
tämiseen ja muistamiseen sekä työskentelyn etenemiseen, kun taas osa opettajista 
kannusti oppilaita syventämään ajatteluaan (Pia ja Tiina) ja perustelemaan ratkaisu-
jaan (Pia, Helena ja Tiina). Näyttäisikin siltä, että opettajat painottavat opetuksessaan 
ongelmanratkaisuprosessin eri vaiheita.  	  
Tikut ja herneet –ongelma  
”Tikut ja herneet” on järjestyksessä kymmenes kokeiluongelma ja toisen kokeilu-
vuoden kevätlukukauden ensimmäinen. Se toteutettiin tammi-helmikuussa 2012 ja 
tällöin oppilaat olivat 4. luokalla. 
 
Esimerkki 4: 
Rakennetaan kolmiulotteisia kappaleita käyttäen cocktail-tikkuja särminä ja 
herneitä kärkipisteinä. Esimerkiksi kuution rakentamiseen tarvitaan 12 cocktail-
tikkua ja 8 hernettä (ks. kuva alla).       	  
	  
	  
	  
Rakenna kolmiulotteisia kappaleita, joihin tarvitaan vähemmän tikkuja kuin 12. 
Joka särmällä on vain yksi tikku. Tutki rakentamiasi kappaleita ja kirjaa 
taulukkoon kappaleisiin käyttämiesi tikkujen ja herneiden lukumäärä. Miksi 
tässä on kaikki mahdolliset kappaleet, joissa on alle 12 tikkua?	  
 
Tätä varsinaista tehtävää jatkettiin lisätehtävällä ajatellen nopeita oppilaita, jotka 
saisivat edellisen tehtyä alle puolessa tunnissa: 
	   	  
Tutki, mitä kolmiulotteisia kappaleita saat rakennettua (a) enintään 16 tikulla, 
(b) entä enintään 24 tikulla, (c) tai enintään 32 tikulla, … Tutki rakentamiasi 
kappaleita ja kirjaa taulukkoon kappaleeseen käyttämiesi tikkujen ja herneiden 
määrä. Miten tiedät, että tässä olet rakentanut kaikki mahdolliset kappaleet 
jokaisessa tapauksessa (a)–(c)? 
 
”Tikut ja herneet”- ja ”aritmagon”-tehtävien ratkaisujen vertailua 
Tätä vertailua on käsitelty julkaisussa (Näveri & al. 2012b). Koska otsikon tehtävistä 
jälkimmäinen ongelma on käsitelty 3. luokalla ja edellinen 4. luokalla, voidaan 
tarkastella myös ajallista muuttujaa. Tässä tutkimuksessa vertaillaan kuuden (3. ja 4.) 
koeluokan oppilaiden ratkaisuja ja heidän opettajansa tavoitteita näissä kahdessa 
avoimessa ongelmassa. Molemmissa tarkasteltavana olevissa tehtävissä oli 
oppitunnilla käsitteellisten tavoitteiden lisäksi tavoitteena löytää ratkaisustrategia ja 
perustella se.  
Tuloksena todetaan, että opettajilla oli erilaisia tavoitteita tehtäville ja siten he 
ohjasivat oppilaita eri tavoin ja korostivat työskentelyssään erilaisia asioita. Kuudesta 
opettajasta neljällä opettajalla näyttävät käytännöt tehtävänannossa näiden tehtävien 
perusteella olevan vakiintuneilta. Kun toinen opettaja pyrki perusteluiden 
esittämiseen, niin toisen opettajan ongelmanratkaisutunnin tavoitteet tehtävissä eivät 
kohdistu tehtävän eri vaihtoehtojen strategioiden etsimiseen, vaan tehtävän ratkaisun 
löytymiseen. Myös oppilaiden vastuu työskentelyssä voi korostua ja siten 
perustelujen kirjaaminen jää yksittäisten oppilaiden mielenkiinnon varaan. Kun 
opettaja ei korosta varsinaista tehtävää ja antaa tehtävän eri vaiheet samanaikaisesti, 
oppilaat siirtyvät nopeasti lisätehtäviksi tarkoitettuihin tehtäviin ja ohittavat 
perustelemisen.  
Kun arvioidaan oppilaiden vastauksia, on otettava huomioon opettajien erilainen 
ohjaaminen ja erilaisten asioiden korostaminen työskentelyssä. Oppilaiden tulokset 
ovat siis tietyllä tavalla yhteismitattomia. On selvää, että kun opettaja ohjaa oppilaita 
erityisesti tavoitteena löytää ratkaisustrategia, heillä on paremmat mahdollisuudet 
siinä onnistumiseen. Toisaalta on myös ymmärrettävää, että kun opettaja ei korosta 
ratkaisustrategian kirjoittamista, oppilaat mielellään ohittavat tämän vaiheen. Lisäksi 
myös havaittiin, että vaikka tehtävään johdattelu puuttui kokonaan, saavutettiin 
erinomaisia tuloksia, mihin auttoi oppilaille annettujen kirjallisten ohjeiden 
täsmällisyys ja selkeys sekä oppilaiden tottumus tällaiseen työskentelyyn.  
	   	  
 
OPPILAIDEN OPPIMISPROSESSIN KUVAILUA 
 
Tämä osuus perustuu Markku Hannulan luentoon ICME-2012 kokouksessa Seoulissa 
(Etelä-Korea) heinäkuussa 2012 (vrt. Hannula 2012). Luennon pohjalta laadittu 
artikkeli tulee ilmestymään julkaisussa "Selected Regular Lectures from the 12th 
International Congress of Mathematical Education". 
Aikaisemman tutkimuksen perusteella on selvää, että emootioilla on keskeinen rooli 
ongelmanratkaisussa (e.g.  Cobb & al., 1989, Evans & al., 2006; Op ‘t Eynde & al, 
2006; Williams, 2002). Kaikki ongelmanratkaisijat kokevat sekä myönteisiä että 
kielteisiä kokemuksia osana ongelmanratkaisuprosessiaan. (e.g. Schoenfeld, 1985; 
McLeod, 1992; Goldin, 2000). Tunteilla onkin keskeinen rooli ongelmanratkaisuun 
liittyvässä itsesäätelyssä (Goldin, 2000; Hannula, 2006; Carlson & al., 2005; 
Malmivuori, 2006). Kun ongelmanratkaisu tapahtuu luokkatilanteessa, on otettava 
huomioon ne moninaiset tavoitteet, joita sosiaaliseen vuorovaikutukseen liittyy  
(Hannula, 2006; Goldin & al., 2011). 
Myönteisten tunteiden on todettu tukevan ongelmanratkaisun luovaa vaihetta, kun 
taas negatiiviset tunteet parantaisivat virheetöntä muistista palauttamista ja rutiinien 
suorittamista (Pekrun & al., 2010b). Liiallinen ahdistus on kuitenkin yksiselitteisen 
turmiollista ongelmanratkaisulle (Ashcraft & al., 2007; Rubinstein & al., 2010). Sen 
lisäksi, että tunteet vaikuttavat muistista palauttamiseen, ne vahvistavat muistijälkien 
syntymistä. Oivalluksen yhteydessä havaittu aktivaatio aivojen tunnekeskuksena 
toimivassa mantelitumakkeessa onkin todettu hyväksi ennusteeksi sille, mitkä 
ratkaisut jäävät pitkäkestoiseen muistiin (Ludmer & al. 2011).  
Tunteilla on rooli myös ryhmän sosiaalisessa koordinoinnissa (e.g. Forgas, 2008, 
Pekrun & al., 2010b). Koska kaikki tunnereaktiot eivät kuitenkaan ole soveliaita 
luokkatilanteessa, on oppilaiden opittava myös säätelemään tunteitaan. 
Kun oppilaan kohtaama haaste on optimaalinen, hän voi saavuttaa flow-kokemuksen 
(Csikszentmihalyi  & al., 1992). Valitettavasti oppitunnit ovat tyypillisesti tunne-
köyhiä ja tylsistyminen onkin yksi tavallisista oppilaan tunteista oppitunnilla  (cf. 
Pekrun & al., 2010a; Nett & al., 2011; Vogel-Walcutt & al., 2012).  
 
Analyysiesimerkki 
	   	  
Analyysin on tehty yhden oppilaan emootioista yhden avoimen tehtävän yhteydessä 
(Hannula, 2012). Analyysin kohteeksi valittiin sellainen oppilaan ja oppitunti, jossa 
oppilaalla oli selkeitä tunneilmaisuja. Analysoidulla oppitunnilla tehtävänä oli 
rakentaa geometrisia kappaleita herneistä ja cocktail-tikuista (ks. edellä esimerkki 4). 
Oppilaasta käytetään pseudonyymiä Tomi. Tämän yhden oppitunnin aikana havaittiin 
Tomilla tunteiden esiintyvän osana oppimisprosessi usein eri tavoin. 
1) Fyysiseen turvallisuuteen liittyvät perustunteet keskeyttivät työskentelyn 
välittömästi, mutta Tomi pystyi sujuvasti palaamaan tehtävän pariin, kun 
ongelma oli selvitetty. Esimerkiksi yksi Tomin käyttämistä herneistä oli mätä, 
ja Tomi reagoi siihen inhoten. Työskentely keskeytyi siksi aikaa, että Tomi 
haki talouspaperia ja puhdisti työpisteen sekä kätensä. Myös vieressä istuneet 
oppilastoverit keskeyttivät työnsä tutkiakseen inhotuksen syytä. 
 
	   
2) Tomi uppoutui hetkittäin tehtävään niin, ettei kiinnittänyt huomiota ympäristöön. 
Kun hän laski, montako tikkua hän tarvitsi keskeneräisen rakennelmansa, ei hän 
reagoinut eri puolillaan olleiden oppilastovereiden väliseen keskusteluun, vaikka 
hetkeä aikaisemmin hän oli heidän kanssaan jutellut. Keskittyneen toiminnan 
lopuksi hän totesi ilahtuneena lukumäärän olevan oikea. 
3) Tomilla oli lyhyt konflikti vierustoverinsa kanssa herneiden jakamisesta. Ensin 
Tomi lähti hyökkäävästi kysymään, miksi toinen otti hänen herneitään. Kun 
molemmat vierustoverit huomauttivat, että hernekuppi oli annettu kaikkien 
kolmen yhteiseksi, Tomi ensin peitti kasvonsa häveten ja sen jälkeen selitteli 
punastellen, että oli unohtanut niiden olevan yhteisiä. Toiset tekivät naureskellen 
pilkkaa Tomin hölmöilystä ja lopuksi myös Tomi yhtyi nauruun. Tässä 
tapauksessa emootiot olivat keskeisessä roolissa yhteistyön koordinoinnissa. 
Tuskin mikään sanallinen anteeksipyyntö olisi ollut noloa punastumista 
tehokkaampaa ja konfliktin luoma jännite saatiin tehokkaasti purettua. 
4) Kolmannen kappaleen tekeminen osoittautui Tomille haastavaksi. Vierustoveri 
varoitti häntä tekemästä samanlaisia, ja Tomi ei keksinyt muunlaisia ideoita. Hän 
vitsaili vähän, mutta pian tylsistyi. Hän röhnötti tuolissaan, räpläsi tikkuja ja 
huokaili. Lyhyt sananvaihto opettajan kanssa sai ideoinnin uudelleen alkuun. 
5) Tomin työskentelyssä oli noin kymmenen minuutin vaihe, jolloin hän kokeili 
erilaisia ratkaisuja, jotka eivät kuitenkaan kelvanneet opettajalle. Tässä vaiheessa 
vuorottelivat uuden oivalluksen tuottama ilo ja opettajan hylkäyksen aiheuttama 
pettymys. Toistuvat epäonnistumiset johtivat kasvavaan turhautumiseen, jota 
Tomi purki paljolti vitsailemalla vierustoveriensa ja jossain määrin myös 
opettajan kanssa. Useista pettymyksistä huolimatta Tomi jaksoi yrittää 
sinnikkäästi. 
Analyysi näyttää miten emootioilla on useita eri rooleja oppilaan tehdessä ongelman-
ratkaisua oppitunnilla. Emootioilla on rooli sekä fysiologisessa, että kognitiivisessa itse-
säätelyssä kuin myös vertaisryhmän sosiaalisessa koordinoinnissa. 
Koska tunteiden on osoitettu olevan keskeisessä roolissa oppilaan oppimisessa, on 
tärkeää luoda oppimistilanteita, joissa on tilaa kokea ja käsitellä tunteita. Tomin 
tapauksessa vitsailu kavereiden kanssa oli keskeinen emootioiden säätelyn keino. 
Vastaavia tuloksia on raportoinut myös (De Corte & al., 2011). On myös todettu, että 
	   
oppilaiden tunnesäätely kehittyy parhaiten luokassa, joka sallii tunteiden ilmaisun ja 
jossa oppilaat kokevat olevansa osa ryhmää (Fried, 2012) 
Avoimet tehtävät tukevat monella oppimisen kokemista mielekkääksi. Avoimet tehtävät 
mahdollistavat sen, että oppilaiden psyykkiset perustarpeet (autonomian, pätevyyden ja 
ryhmään kuulumisen tunteet) tyydyttyvät (Hannula, 2006). Tutkimuksen perusteella 
oppilaat eivät avoimia tehtäviä ratkoessaan koe tylsistymistä, vaan päin vastoin, flow-
kokemukset ovat varsin yleisiä.  
 
OPETTAJIEN AMMATILLINEN KASVU  
 
Projektin tutkimusongelmissa oli myös mukana opettajien ammatillinen kasvu (vrt. 
ryhmä 2 tutkimuskysymyksiä). Tätä on selvitelty haastattelemalla kokeiluopettajia. 
Suomalaisten kokeiluopettajien ammatillisesta kasvusta on jo kirjoitettu alustava raportti 
(Portaankorva-Koivisto & al. 2013). Chileläisten opettajien haastattelut toteutti 
marraskuussa 2012 Laia Saló i Nevado, joka espanjaa äidinkielenä taitavana pääsi 
helpommin sisälle chileläiseen koulumaailmaan ja opettajien ajatteluun. Suomalaisten ja 
chileläisten opettajien haastatteluja on myös yhdistetty kokousraportissa (Saló i Nevado 
& al. 2013). 
Päivi Portaankorva-Koivisto (Portaankorva-Koivisto & al. 2013) on kuvannut yhden 
tutkittavan suomalaisen luokanopettajan ammatillista kehittymistä perustuen ongelman-
ratkaisutunneilta kuvattuihin videoihin ja opettajan viimekeväiseen (2012) haastatteluun. 
Alustavina tuloksina analyysistä havaitaan, että myönteinen asenne matematiikkaa 
kohtaan ja halu kyseenalaistaa matematiikan totuuksia ovat rohkaisseet opettajaa 
mukaan projektiin. Mutta kannustamiseen ja oppilaiden tukemiseen nojautuva kokemuk-
sellisuutta painottava opetus yhdessä näiden asenteiden kanssa johtaa helposti siihen, 
että tehtävät saavat hyvin strukturoimattomia, vapaita muotoja ja opettaja ei tohdi 
puuttua ratkaisujen laadukkuuteen. Tehtävien pohjustaminen ja tulosten purkaminen 
kuitenkin kehittyvät projektin aikana. Oppilaiden oivallusten käyttäminen matemaattisen 
ajattelun kehittämiseksi osoittautuu opettajan mielestä kuitenkin vielä tarpeettomaksi. 
Kun tarkastellaan opettajan toimintaa oppitunnilla, voidaan tehdä havaintoja opettajasta 
matemaattisten tilanteiden tulkitsijana ja kuuntelijana (vrt. Ainley & al., 2007). 
Havaitaan esimerkiksi, kuinka hyvin opettaja huomioi ja tunnistaa oppilaiden 
	   
matemaattisen diskurssin, kykenee organisoimaan opetustaan syntyvien matematiikan 
oppimista tukevien tilanteiden mukaan, ja kuinka herkästi opettaja tulkitsee oppilaittensa 
matemaattiset haasteet. Opettajan oppituntityöskentelyssä havaitaan myös missä määrin 
hän rohkaisee oppilaiden autonomiaa, hyödyntää oppilaiden aikaisempaa tietoa ja antaa 
tilaa oppilaille väitellä ja etsiä konsensusta (vrt. Taylor & al., 1997). 
Raportissa (Saló i Nevado & al., 2013) ei perehdytä opettajan matemaattisiin 
valmiuksiin, vaan keskipisteenä on opettajan toiminta oppitunnilla ensinnäkin hänen 
itsensä tulkitsemana ja toiseksi kirjoittajien havainnoimana. Käytetty aineisto koostuu 
kahden suomalaisen ja kahden chileläisen opettajan haastatteluista. Molemmat 
opettajaparit haastateltiin puolivälissä projektin toteutusta; suomalaiset keväällä 2012 
(Dana ja Fiona) ja chileläiset (Amelia ja Nicholas) alkutalvesta 2012. Aineistoa 
analysoitiin teoriaohjaavasti aineistolähtöisesti. 
Opettajien omia kokemuksien perusteella heidän muuttumisestaan projektin aikana 
voitiin todeta seuraavaa: Ensinnäkin avoimien tehtävien käyttäminen on vaikuttanut 
opettajien käsityksiin matematiikasta ja matematiikan opettamisesta, koska esimerkiksi 
Danan tapauksessa on ainetietous lisääntynyt ja Nicholaksen tapauksessa on selvästi 
lisääntynyt hänen motivaationsa ja kiinnostuksensa mantematiikkaan. 
Toiseksi opettajien käsitykset oppilaista matematiikan oppijoina ovat muuttuneet 
selkeästi. Esimerkiksi Amelia huomasi oppilaiden kasvavan kiinnostuksen ja Fiona 
selitti, että hän pystyi havaitsemaan oppilaiden matemaattista ajattelua. Lisäksi Nicholas 
ja Amelia lausuivat olevansa hämmästyneitä nähdessään, kuinka myös heikoiten 
menestyneet oppilaat voivat innostua ongelmanratkaisusta. 
Kolmanneksi on todettava, että avoimien ongelmien käyttäminen on vaikuttanut 
opettajien luokkahuonetoimintaa tietyssä määrin. Nicholas, Fiona ja Dana toivat esille 
sen tosiasian, että he nykyään antavat enemmän tilaa oppilaiden ideoille, kommenteille 
ja väitteille. Ja Fiona ja Dana luottavat oppilaiden oppivan myös pareittain ja ryhmissä. 
Edelleen Nicholas ja Dana huomasivat, kuinka erilaiset tehtävät käynnistivät erilaista 
oppimista ja kiinnostusta. Kuitenkin Amelia ja Nicholas tunnustivat, ettei heidän 
päivittäisessä luokkahuonerutiineissaan ole tapahtunut suuriakaan muutoksia; he 
syyttävät tästä Chilen systeemin jäykkyyttä.  
Opettajien matematiikkakäsitysten kehittymisessä ei näytä olevan suuriakaan eroja 
Suomessa ja Chilessä. Molempien maiden opettajissa voidaan havaita samanlaisia 
	   
muutoksia, jotka näyttävät olevan yhteydessä avoimien tehtävien käyttämiseen: opettajat 
antavat enemmän tilaa oppilaiden ideoille, kommenteille ja perusteluille; opettajat 
huomaavat, miten erilaiset tehtävät nostavat esille erilaista oppimista ja kiinnostusta; 
opettajat tiedostavat, että myös heikoimmin menestyvät oppilaat voivat kiinnostua 
ongelmanratkaisusta.        
 
LOPPUPOHDINTOJA 
 
 
Yhteenvetona tutkimusprojektin tuloksista tehdyistä havainnoista voidaan muotoilla 
seuraava lausuma: Oppilaissa (myös 3. luokkalaisissa) on paljon potentiaalia, jota pitäisi 
käyttää ja kehittää. Luovuutta vaativat tehtävät kehittävät oppilaita opetussuunnitelman 
suunnassa, sillä yksi suomalaisen peruskoulun opetussuunnitelman tavoite on luovuuden 
kehittäminen kaikissa aineissa (OPH 2004). Lisäksi on huomattava, että 
opetussuunnitelma vaatii oppilaiden päättelytaitojen kehittämistä.  
 
Projektin tavoitteista 
Tutkimusprojektilla on monia tavoitteita: Sillä on tarkoitus paljastaa mahdollisia 
heikkoja ja vahvoja kohtia kummankin maan matematiikanopetuksessa, tilanteessa jossa 
opettaja yrittää kehittää oppilaiden matemaattista ymmärtämistä. Siispä tuloksena 
saadaan menetelmiä, miten parantaa alakoulun matematiikanopetusta. Edelleen kehite-
tään yhdessä Chilen kanssa täydennyskoulutusmallin, joka näyttää miten kehittää opetta-
jien ymmärrystä ja itseluottamusta tavalla, jonka he kokevat kiinnostavaksi, joka 
kunnioittaa opettajia ja kehittää heidän itseluottamustaan.     
Lisäksi saamme toimivan mallin opettajien jatko- ja peruskoulutukseen, ts. kurssin 
toteutuksen ja opettajamateriaalin (opettajien käsikirja). Täten saaduilla tuloksilla on 
oleellista hyötyä alakoulun matematiikanopetukseen parantamalla sen laatua. Tulosten 
avulla voidaan opetusta kehittää sellaiseen suuntaan, joka kehittää oppilaiden 
matemaattista ymmärtämistä ja ongelmanratkaisutaitoja.  
Samaan aikaan tutkimusprojekti tuottaa käytännössä kokeiltuja avoimia ongelmia sekä 
tutkimuspohjaista tietoa, kuinka käyttää niitä alakoulun matematiikanopetuksessa. 
Tutkimus antaa meille tietoa erilaisten avoimien ongelmien käyttämisen erikoispiirteistä 
sekä siitä koulutuksesta, mitä opettajat tarvitsevat niiden toteutukseen. Tehtävämateriaali 
	   
on koeteltu koulutodellisuudessa ja siksi siitä voidaan työstää opettajan käsikirja. Täten 
materiaali soveltuu myös opettajankoulutukseen.  
 
Jatkosuunnitelmia 
Keväällä 2013 on tutkimusprojektin 3-vuotiskausi lopussa, joten tärkein tehtävä 
huhti/toukokuussa on alkumittausten (kyselylomake käsityksistä, oppilaiden piirrokset 
matematiikan tunnista, testi oppilaiden matematiikkatiedoista ja ongelmanratkaisu-
taidoista) uusiminen sekä kokeilu- että kontrolliluokissa. Sen jälkeen seuraa vertailu-
artikkelien (ennen – jälkeen) kirjoittaminen. Mutta luonnollisesti kaiken aikaa pyritään 
edistämään erillisten ongelmatehtävien suoritusten analysointia. 
Yhteydessä Chileen tavoitteena on mielekkään rinnakkaisasettelun laatiminen, sillä 
matematiikan tason tarkkailu ei ole paikallaan, johtuen maiden erilaisesta historiasta 
(esim. Suomi on ollut PISA-testeissä alkupäässä ja Chile tulosten loppupäässä). 
Tutkimussuunnitelmassa asetettiin tavoitteeksi opettajien erilaisten toteutustapojen 
vertailu ongelmatehtävien käsittelyssä. Toki voidaan vertailua suorittaa myös 
katsomalla, miten paljon oppilaat ovat edistyneet matemaattisissa 
ongelmanratkaisutaidoissaan, vertaamalla kumpaakin maata erikseen alkutestiin. Mutta 
nämä Chile-vertailut ovat paikallaan vasta vuonna 2014, sillä Chilen kouluvuosi on 
puoli vuotta jäljessä suomalaisesta. Siis Chilessä kokeiluluokkien 5. kouluvuosi päättyy 
vasta joulukuussa 2013. 
 
Loppuarvio  
Peruskoulun opetussuunnitelma vaatii, että koulussa (myös alakoulussa) opetetaan 
laskutaidon rinnalla myös ongelmanratkaisua ja matemaattista ajattelua (OPH 2004). 
Mutta tämä ei näytä tapahtuvan tavanomaisessa matematiikanopetuksessa, missä 
opettajat liian innokkaasti käyttävät oppikirjaa ja sen tehtäviä; opetustilanne on edelleen 
hyvin oppikirjakeskeinen ja –johtoinen (esim. Joutsenlahti & al. 2012). Siksi opetukseen 
on saatava uusia ratkaisuja: tehtäviä joilla opettaja voi harjoittaa oppilaiden ongelman-
ratkaisua ja ajattelutaitoja. 
Käsiteltäessä säännöllisesti (kuukausittain) avoimia ongelmia on havaittavissa oppilaissa 
kehittyvä positiivinen suhtautuminen niihin sekä heidän edistyneet valmiutensa 
ongelmanratkaisussa ja luovuudessa. Jotkut suomalaisista kokeiluopettajat ovat 
sitoutuneet tällaiseen opetukseen kiinteämmin kuin toiset, mutta kaikissa kokeilijoissa 
	   
on havaittavissa muutoksia innovatiivisen opetuksen suuntaan. Tällainen opetus toki 
heijastuu heidän oppilaisiinsa, mikä havaitaan ongelmatehtäviä ratkaistaessa. Jotta 
opettajat kykenisivät tällaiseen opetuksen muutokseen, heidän pitäisi olla kiinnostuneita 
oman opetuksensa kehittämisestä sekä sitoutuneita uuteen asiaan (ks. Shaw & al. 1991).  
Kokeilussamme mukana olleet opettajat ovat selkeästi valmiita kokeilemaan uusia 
ratkaisuja ja osa on kovinkin kiinnostunut avoimen ongelmanratkaisun 
mahdollisuuksista. Jotkut ovat tehneet suuria edistysaskeleita tässä asiassa, tuntuu siltä 
että he ovat valmiita käyttää menetelmää myöhemminkin. Konstruktivismin myötä 
tultiin tietoisiksi opettajien matematiikkaan liittyvistä uskomuksista ja niiden 
merkityksestä. Uskomukset ymmärretään tässä tietona ja tunteena, jotka pohjautuvat 
pääasiallisesti aikaisempiin kokemuksiin. Nämä uskomukset ohjaavat ja jäsentävät 
jokaista opetus- ja oppimisprosessia. Jotta voitaisiin muuttaa opetus-oppimis-prosessia 
pitää opettajien uskomusten hyvästä ja menestyksellisestä opetuksesta kehittyä ja 
muuttua.  
Kirjallisuudesta löytyy monia tutkimusraportteja opettajien muuttumis- ja kehittymis-
prosessien ehdoista (esim. Shaw & al. 1991, Pehkonen 2007). Muutos näyttää olevan 
erityisen haasteellinen, jos opettaja jää muutoshalukkuutensa kanssa yksin (vrt. Palmer 
2012; ks. myös Chapman 2002). Mutta mikään kuvatuista interventiomenetelmistä ei 
näytä olevan ilman muuta menestyksellinen. Näyttää siltä, että opettajille voidaan vain 
antaa ideoita kehitysmahdollisuuksista, mutta heidän itsensä pitää nuo ideat ja niiden 
toteutus käydä läpi ja liittää omaan opetukseensa.  
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